2.7.5 Racionalni a polynomické funkce

Predpoklady: 2704

Pedagogicka poznamka#¥i opisovani definic racionalni a polynomické funigieckteri
studenti stzovali, Ze je to fliS t¢Zké. Ve skuténosti je systém, kterym jsou
funkce popisovany, velmi jednoduchy a krotoho, Ze pepsani chvili trva, na
tom neni nicdzkého.

DoSlo mr, Ze problémy souvisi s tim, jak Zaci definiteu a Ze ¥tSinou vibec
nevnimaji jejich smysl.

Definice polynomické a racionalni funkce proto pimaim jako nacvikiteni s
okamzitou interpretaci. Ukazi zadani s definicB0240 sekund s tim, Ze si je Zaci
maji prohlédnout a pochopit tak, aby byli schopspravré napsat. Rozebereme
zapsani prvni definice a zkusime to samé s druhou.

Nekteré druhy funkci se dajadit do skupin. Mezi takové skupiny piagkupiny funkci
racionalnich a polynomickych.

Oke definice jsouwasto opisovany zcela bez pochopeni. V takovépark je prakticky
nemozné se je naiitak, aby mohly byt spravrzopakovany (vSechno se plete navzajem).
Zkusime se natit je ¢ist tak, abychom si dokazali jejiché&n interpretovat a pak i bez chyb
napsat.

Pr. 1: 30 az 40 sekund studujé&n definice polynomické funkce tak, abys ho poténimo
zapsat zpasi.

" H A H A4 A —_ m m-1
Polynomicka funkceje kazda funkce ve tvary=a x" +a, X" +..+ax+a,,
kdex je promeénna, ¢isla a,;a,,_,;...a,;8, jsou realna a je ¢islo pirozene."

. Zacatek: Polynomické funkce je kazda funkce ve tvaru..
+ Tvar funkce¢im dale mensi mocninys koeficientem, ktery ma odpovidajici index

Cy=a x"+a_ X"+..+ax+a,.

Vyznamy pismen:

| * Xje prongnna,

» (islaa,a,,;...a,;a, jsou koeficienty ped mocninami= proto realn&isla,

'+ mje exponent v mocnin=> piirozenésislo.

Polynomicka funkceje kazda funkce ve tvary=a x"+a X" +...+ ax+a,, kdex je
- proménna,eislaa,;a, ,;...a,;a, jsou redlnd an je &islo irozené.

Pr. 2: 20 az 30 sekund studuje&mi definice racionalni funkce tak, abys ho poté moh
zapsat zpasti.

a x"+a X"t +..+ax+a,
n n-1
b x"+b_ X" +..bx+b,
kdex je proménna,cisla a,;a, ,;...a;;8,:b,;b,_;;.. b, b, jsou realna an, n jsoucisla
piirozend."

" Racionalni funkceje kazda funkce ve tvary =

. Zacatek: Racionalni funkce je kazda funkce ve tvaru...



- Tvar funkce: Zlomek s jednim polynomengitateli a druhym ve jmenovateli, oba maji
' a X" +a, X"+, +ax+a,
b x"+b_x""+.bx+b,

- riznou nejvySsi mocninuy =

Vyznamy pismen:
e Xje proménna,
e Cislaa;a_,;...a;a,b ;b ,;..b,b, jsou koeficienty ped mocninami= proto realna
. ¢isla,
. * M, Nnjsou exponenty v mocninach piirozen&gisla.
! m m-1
- Racionalni funkceje kazda funkce ve tvary = AnX 8 X - T r8XTa
b x"+b _x""+..bx+b,
- promenna,cisla a,; a,,,;..-8,;84:0,:b,_,;.. b, b, jsou redlna an, n jsoucisla firozena.

0 kdex je

Pedagogicka poznamkaBe¢hem opisovani definic se ukaze, zda si studergpalbepriblizné
pamatuji systém pro popisovani polynomprvniho réniku. Pokud sedbec
neorientuji, jefieba se k tomu vratit (hodina 1704) a&twivat kresleni funkci.

PF. 3: Rozhodni, jaky je defigni obor polynomickych a racionalnich funkci.

- Defini¢ni obor: VSechna, ktera nizeme dosadit dorpdpisu funkce.
-+ Polynomické funkce: Predpis je sestaven zipzenych mocnix. Do girozenych
mocnin mizeme dosadit zalibovolnécislo = pro polynomickou funkci plati

D(f)=R.

'« Racionalni funkce: Predpis je sestaven z podilu dvou polynomickych filn®@s

’ funkce maji definini oborR. Nemizeme dlit nulou = definicnim oborem je tedy
mnozZzina vSech realnyatisel, kron¢ takovychx, pro ktera je hodnota polynomu ve

jmenovateli rovna nule= pro racionalni funkci pIatD( f ) =R-A, kdeA je
mnozina viech keni rovniceb x" +b _ x"*+..bx+b,=0.

Pedagogicka poznamkaStudenti u defiriniho oboru racionalnich funkci tr&dé navrhuji
nulu. Jeiteba jim ukazat, Ze nevadi nula dosazeng aée nula ve jmenovateli
zlomku, coz neni to samé. Jinak jde o dobrou ukékkapeného uvazovani.

Pr. 4. Rozhodni, jaky je vztah mezi racionalnimi a polynckgimi funkcemi (zda je jedna
z mnozin podskupinou druhé, zda maji mnoziny prgzuaanik apod.).

' Predpis racionalni funkce je sestaven z podilu dwadynomickych funkci. Pokud bude
- polynom ve jmenovateli roven 1, zbude pouze polywaiitateli. Polynomické funkce jsou

- tedy podmnozinou racionalnich funkci, pro kterdiptax" +b,_,x"™" +..b,x +b, = 1 (presrji
' b,=b,_, =..=b, = 0;b,=1).

Pr. 5: Dopli nasledujici tabulku stehledem dosud probranych funkci:

piedpis podle
definice
polynomickeé a
racionalni funkce

Nazev funkce redpis patii mezi




y=ax+a,
y=a|x-b/+c X
kvadraticka polynomické a racional
linearni lomena
mocninna s firozenym
prozenym | _ 0 g
exponentem
_1
'y

' Probrali jsme zatim tyto funkce:

piedpis podle
definice

ni

—

=

—

Nazev funkce Fedpis L patii mezi
polynomickeé a
racionalni funkce
konstantni y=a y=4a, polynomickeé a racionalni
linearni y=ax+b y=aXx+a, polynomické a racionaln
s absolutni hodnotou| y=alx-b|+c X X
kvadraticka y=ax’+bx+c | y=ax +ax+a, | polynomické a racionaln
S, , ax+b _aX+a, L
linearni lomena = = racionalni
cx+d bx+b,
mocninna s firozenym L o
p y y=x",n>0 y=Xx" polynomické a racionaln
exponentem
mocninna s celym 1 L
y y=x" n<0 y=— racionalni

Zzapornym exponenten

Pedagogicka poznamkaUkazuji po chvilce studetin prvniradek, aby rdi lepSi predstavu
0 tom, co se po nich chce.

Polynomické funkce maji ztay vyznam:
* Maji definicni oborR = nemusime se starat o0 podminky.
* Nejsou petrzené a nemaji ostré rohy (velka vyhoda ve fygicekoumani jejich

zmen).

» Jejich hodnoty se snadno s&su;ji.

* S jejich pomoci mizeme vyjatdiovat ostatni funkce (takzvany Tayi@rrozvoj).

Taylorav rozvoj je fada polynomickych funkci se &$ujicim seadem, ktera se 2tsujici se

piesnosti aproximuje hodnoty jiné funkce v okdjakého bodu.

Priklad: aproximace funkce sinxv okoli bodu O.

y=sinx, y, =X
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Z obrazk je dol¥e vidkt, jak je graf funkcey =sinx ¢im dal Iépe aproximovan pomoci
vyssiho Taylorova polynomu.

e

Grafy slozigjSich racionalnich nebo polynomickych funkci nedade nakreslit obeén
pomoci dosavadnich metod. ¥kterych gipadech je mozné tvar funkcélgizné odhadnout.

Pedagogicvké poznamkaNasledujici piklad studenti az na vyjimky samostatmevyesi.
ReSime ho tedy spale¢ na tabuli s tim, Ze se snazim jim davat co nejS&ei,
aby se trhli a pokkmvali dal sami. Jinak u obou nasledujici¢fkiada studentm

piipominam, Ze jde o relatigrmarané ulohy, které f@sahuji ramec toho, co by se
meli povinneé nawit.
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Pr. 6. Nakresli ffiblizny tvar grafu funkcey = — 1
X —

3

' Do obrazku nakreslime grafy funkei= x* a y = x* —1. Hodnoty grafu funkcey = 71
: X -

budeme ziskavatstenim hodnot funkciy = x* a y = x* —1.



* Funkcey= 2X 1 nebude mit Zadnou hodnotu pxa=1 a x =-1 (dlili bychom
' X [a—

. nulou).
-+ Pro velkéx je mozné&islo 1 ve jmenovateli zlomku zanedbatiélizné plati
| 3 3
y= 2X 1ix—2 =x = funkce se bude chovat poda@hako funkcey = x.
X —

~« Pokud utujeme hodnoty pra vétsi ale blizka 1, dime &islo wtsi nez Isislem&im
. dal vice se blizicim &> ziskdme takim dal \&tSi hodnotyy.

' = Pomoci dvou fedchozich tivah ziskame hodnoty funkce i pfo(-o;-1).

s+ Prox=0 ziskame hodnoty = 0.

i Kdyz zwtSujeme hodnotu postupg od nuly k jednice, dlime kladn&islo, které se
' zwétSuje od 0 k 1, zapornystislem, které se 2tSuje od —1 k nule=> vysledkem

: déleni jsou zapornéisla se vaistajici absolutni hodnotou.

. » Kdyz zmenSujeme hodnokpostupg od nuly k -1, dlime zaporn&islo, které se

' zmensuje od 0 k -1, zapornyitslem, které se 2¢Suje od —1 k nule> vysledkem

| déleni jsou z¥tSujici se kladndisla.
Prlbllzny tvar grafu i grai vSech zmignych funkci je vidt na obrazku.
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Vysledek ntizeme o¥fit pomoci péitace: LY, =X =1,y =0, Y, :ZX—:L .
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Pedagogicka pozndmkaOpst spiSe bonbonek pro zajemce, kdyzZ jim na koncirhozbude
¢as.
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Pr. 7. Nakresli fiblizny tvar grafu funkcey = 2x

-1
5 , . . 2 2%°
. Do obrazku nakreslime grafy funkei a y=x —1. Hodnoty grafu funkcey =—; 1
| X =
budeme ziskavatstenim hodnot funkci ay=x-1.

A
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y |
: X2
- » Funkcey=—; 1 nebude mit Zadnou hodnotu pxa=1 (cklili bychom nulou).
: X =
'+ Pro velkéx je mozné&islo 1 ve jmenovateli zlomku zanedbatiilizné plati
2 2xk 2

=— 1:—3 =— = funkce se bude chovat poda@ljako funkcey=Z = prox
X = X* X X

blizice se nekorau se budou hodnotyiplizovat nule, stejatak prox blizici se

minus nekon&u.

~« Uréujeme tvar grafu v intervaIuD(l;oo). Pro hodnoty blizké 1&time cisla W&tSi nez
dve ¢isly, ktera se blizi nule> ziskdvame velmi velka kladi#sla. Prox blizici se
k jednice se kivka bude blizit k plus nekogiru, pro velk&isla se funkce chova jako

funkce y -2 = hodnoty se bliZi nule.
X

* Prox=0 délime Oc¢islem —2= ziskame hodnoty =0.
-+ Uréujeme tvar grafu v intervaluJ(0;1) . Vychazime z bod{i0;0], postups dglime

¢im dal wtsi kladn&isla,¢im dal mensimi zapornyndisly = ziskané hodnoty se
: postupr blizi k —co .
'+ Uréujeme tvar grafu v intervale 0 (~e0;0) . Vychazime z bod{i0; 0], cklime kladné
| hodnoty zeleného grafu, zapornymi hodnotami modeghesSechny hodnoty v tomto



intervalu budou zaporné. Zelené hodnoty s&ath z\EtSuji rychleji, nez klesaji
modré—=> zpaiatku se bude absolutni hodnota vysiedi€tSovat (graf se vzdaluje od
0SyX), postupi se z&nou modré hodnoty zmensovat rychleji, funkce smeahovat

jako funkcey -2 a z&ne se opt blizit k osex.
X

PFiinZny tvar grafu i grai vSech zmianych funkci je vidt na obrazku.
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Vysledek nfizeme owit pomoci pdéitace: y, = x> -1, v, = 2x°, y, =
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